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6. Waldovy rovnosti

• posouzeńı, zda čas zastaveńı je integrovatelný markovský čas
• ověřeńı předpoklad̊u Waldových rovnost́ı

1. Necht’ Sn je centrovaná náhodná procházka s nenulovým a konečným rozptylem. Označme Fn =
σ(S1, · · · , Sn) kanonickou filtraci procesu Sn.

(a) Rozhodněte, zda τ = inf{n ∈ N : Sn ≥ 1} je integrovatelný Fn-markovský čas.

(b) Rozhodněte, zda νk = inf{n ∈ N : |Sn| ≥ k} je integrovatelný Fn-markovský čas.

2. Necht’ Zk, k ∈ N jsou i.i.d. veličiny s Poissonovým rozděleńım s paramatrem 1. Označme

Πn =
n∏
k=1

Zk, Sn =
n∑
k=1

Zk a µ := inf{k ∈ N : Πn = 0}, ν = µ− 1.

(a) Rozhodněte, zda µ, ν jsou integrovatelný Fn = σ(Z1, . . . , Zn)-markovské časy.

(b) Spočtěte Eµ,Eν,ESµ, ESν .

3. Necht’ Xk ∼ R{−1, 1} jsou nezávislé veličiny. Označme Sn =
∑n

k=1Xk a Fn = σ(X1, . . . , Xn) a
λ = inf{n ∈ N : Sn = 5}.

(a) Rozhodněte, zda λ, 2λ, 1[S1≥0] jsou (Fn, n ∈ N0)-markovské časy.

(b) Rozhodněte, zda λ ∈ L1 a spočtěte Eλ.

4. Necht’ Sn je symetrická náhodná procházka, tj. Sn =
∑n

k=1Xk, kde Xk ∼ R{−1, 1} jsou i.i.d. veličiny.

(a) Rozhodněte, zda ρ = νk ∧ τ je integrovatelný Fn-markovský čas a spočtěte P (Sρ = 1).

(b) Spočtěte Eρ.

(c) Spočtěte vytvořuj́ıćı funkci s ∈ (0, 1) 7→ E[sρ], resp. momentovou vytvořuj́ıćı funkci E[euρ].

5. Necht’ Sn =
∑n

k=1Xk je náhodná procházka, kde Xk ∼ R{−1, 0, 1} jsou i.i.d. veličiny.

(a) Rozhodněte, zda ρ = νk ∧ τ je integrovatelný Fn-markovský čas a spočtěte P (Sρ = 1).

(b) Spočtěte Eρ.

(c) Spočtěte vytvořuj́ıćı funkci s ∈ (0, 1) 7→ E[sρ], resp. momentovou vytvořuj́ıćı funkci E[euρ].

6.∗ Necht’ Sn =
∑n

k=1Xk je náhodná procházka a P (Xk = ±1) = 3±1
6
. Spočtěte E inf{n ∈ N : Sn = 1}.

7. Necht’ Xn ∼ R{−1, 1} jsou nezávislé a Sn =
∑n

k=1Xk. Označme τ = inf{n ∈ N0 : S4
n > 3} a

ν = inf{n ∈ N0 : Sn ≤ −1}.

(a) Rozhodněte, zda jsou následuj́ıćı časy markovské vzhledem k filtraci Fn = σ(X1, . . . , Xn), n ∈ N.
(b) Spočtěte jejich středńı hodnotu.

(c) Spočtěte středńı hodnotu a rozptyl zastaveńı procesu Sn v jednotlivých časech.

(i) τ (ii) ν (iii) ρ = τ ∧ ν + 2 (iv) η = τ ∧ ν− 1 (v) µ = κ∨ ρ (vi) κ = τ ∨ ρ− 1 (vii) ε = 2τ.

(d) Spočtěte P (τ < ν).

(e) Spočtěte E[Sτ |Fτ∧ν ].


